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0 以上の 4 つの整数 a, b, c, d を選び，4 つ組 (a, b, c, d) を考える。この (a, b, c, d) からスター
トして，隣同士の数の差を取るという操作を繰り返す。例えば，(2, 0, 1, 8) からスタートすると
(2, 0, 1, 8) → (2, 1, 7, 6) → (1, 6, 1, 4) → (5, 5, 3, 3)
→ (0, 2, 0, 2) → (2, 2, 2, 2) → (0, 0, 0, 0)
となり，6 ステップで (0, 0, 0, 0) になる。クラスで一番長い列を見つけた人が勝ちというゲームで
ある。試してみるとわかるが，意外とあっさり (0, 0, 0, 0) になってしまい，長い列を作るのは結構
難しい。例えば，0 以上 99 以下の整数の 4 つ組をランダムに発生させて 20 回実験してみると
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スタートする 4 つ組 ステップの長さ スタートする 4 つ組 ステップの長さ
(81, 53, 39, 41) 6 (82, 33, 36, 82) 4
(85, 8, 28, 44) 7 (41, 80, 29, 60) 4
(77, 34, 36, 7) 4 (65, 38, 61, 68) 6
(86, 3, 3, 49) 4 (44, 32, 25, 44) 4
(36, 57, 49, 15) 4 (26, 85, 99, 5) 5
(78, 38, 42, 61) 5 (55, 91, 99, 14) 6
(6, 51, 95, 21) 4 (45, 52, 95, 51) 6
(60, 4, 47, 79) 6 (73, 0, 84, 61) 4
(15, 80, 49, 52) 4 (94, 76, 62, 92) 4
(53, 17, 26, 26) 4 (91, 59, 57, 75) 4
となり，あまり長くは続かない。実際，筆者の一人がある高等学校の教室 80 人を対象に，何でも







文字式を使って計算してみると，状況を理解しやすい。(2, 0, 1, 8) の場合，(2, 0, 1, 8), (0, 1, 8, 2),
(1, 8, 2, 0), (8, 2, 0, 1) は書き方が違うだけで本質的に同じものであるから，一般に (a, b, c, d) と書
いたとき，a, b, c, d の中で a が最小として一般性を失わない。さらに，(a, b, c, d) と (a, d, c, b) は
本質的に同じであることにも注意しよう。すると，あり得る大小関係のパターンは，次の 3 通り
である。
(i) a  b  c  d, (ii) a  c  b  d, (iii) a  d  b  c
定理 1. (i) a  b  c  d の場合以外は，ステップの長さは 6 以下である。
Proof. (ii) a  c  b  d のとき
(a, b, c, d) → (b− a, b− c, d− c, d− a)
→ (c− a, d− b, c− a, d− b)
→ (|c− a− d+ b|, |d− b− c+ a|, |c− a− d+ b|, |c− a− d+ b|)
→ (0, 0, 0, 0)
で高々 4 ステップで (0, 0, 0, 0) になる。
(iii) a  d  b  c のとき
(a, b, c, d) → (b− a, c− b, c− d, d− a)
→ (|a+ c− 2b|, b− d, |a+ c− 2d|, b− d)
複雑になるので，これを (A,B,C,B) と表すと
→ (|A−B|, |B − C|, |B − C|, |A−B|)
→ (||A−B| − |B − C||, 0, ||A−B| − |B − C||, 0)
→ (||A−B| − |B − C||, ||A−B| − |B − C||, ||A−B| − |B − C||, ||A−B| − |B − C||)
→ (0, 0, 0, 0)
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で高々 6 ステップで (0, 0, 0, 0) になる。
a  b  c  d を満たすとき，(a, b, c, d) を単調型と呼ぶことにする。定理 1により，長いステッ
プを探すためには，単調型の 4 つ組からスタートしなければならないことが分かる。
3.2 必ず (0,0,0,0) になるのか？
ここまで，最終的に (0, 0, 0, 0) になることを前提として話を進めてきたが，そもそも，4 数ゲー
ムは必ず (0, 0, 0, 0) になるのかどうかは自明ではない。実際，4 数ゲームではなく 3 数ゲームだと
すると，例えば (1, 1, 0) からスタートすると
(1, 1, 0) → (0, 1, 1) → (1, 0, 1) → (1, 1, 0) → · · ·
というループにはまってしまい，永遠に (0, 0, 0) になることはない。4 数ゲームの場合は，実はそ
うはならないことが次のように証明できる。ここで，4 つ組 S = (a, b, c, d) に対し，a, b, c, d の
最大値を |S| と表すことにする。
定理 2. 4 数ゲームは有限回のステップで必ず (0, 0, 0, 0) になる。
Proof. A0 = (a, b, c, d) からスタートして n ステップ後の 4 つ組を An と書くと，A1 = (|a −
b|, |b− c|, |c− d|, |d− a|) であるので，|a− b|  max{a, b} などにより，
|A1| = max{|a− b|, |b− c|, |c− d|, |d− a|}  max{a, b, c, d} = |A0|.
よって，|A0|  |A1|  |A2|  · · · となる。　・・・ 1©
次に，4 つ組の偶奇に着目する。2 で割った余りで考えると，本質的には，
(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1)
のどれかである。このとき，4 数ゲームの動きは
(1, 0, 0, 0) → (1, 0, 0, 1) → (1, 0, 1, 0) → (1, 1, 1, 1) → (0, 0, 0, 0) → (0, 0, 0, 0) → · · ·
(1, 1, 1, 0) → (0, 0, 1, 1) → (0, 1, 0, 1) → (1, 1, 1, 1) → (0, 0, 0, 0) → (0, 0, 0, 0) → · · ·
であるから，A0 がどんな偶奇の組み合わせであっても， A4 の 4 数はすべて偶数となる。さらに，
A4 の 4 数を 2 で割ってできる 4 つ組を 12A4 というふうに表すことにすると，同様にして，
1
2A8
の 4 数はどれも偶数となることが分かる。よって， A4n の 4 数はどれも 2n の倍数であることが
分かる。 ・・・ 2©





T0 = 0, T1 = 1, T2 = 1, Tn+3 = Tn + Tn+1 + Tn+2
で定義される数列で，具体的には

















Proof. Tn := (Tn−3, Tn−2, Tn−1, Tn) とおくと
Tn → (Tn−2 − Tn−3, Tn−1 − Tn−2, Tn − Tn−1, Tn − Tn−3)
= (Tn−4 + Tn−5, Tn−3 + Tn−4, Tn−2 + Tn−3, Tn−1 + Tn−2)
→ (Tn−3 − Tn−5, Tn−2 − Tn−4, Tn−1 − Tn−3, Tn−1 + Tn−2 − Tn−4 − Tn−5)
= (Tn−4 + Tn−6, Tn−3 + Tn−5, Tn−2 + Tn−4, Tn−1 + Tn−3)
→ (Tn−3 + Tn−5 − Tn−4 − Tn−6, Tn−2 + Tn−4 − Tn−3 − Tn−5,
Tn−1 + Tn−3 − Tn−2 − Tn−4, Tn−1 + Tn−3 − Tn−4 − Tn−6)
ここで
Tn−3 + Tn−5 − Tn−4 − Tn−6 = Tn−5 + (Tn−3 − Tn−4 − Tn−6) = Tn−5 + Tn−5 = 2Tn−5
Tn−2 + Tn−4 − Tn−3 − Tn−5 = Tn−4 + (Tn−2 − Tn−3 − Tn−5) = Tn−4 + Tn−4 = 2Tn−4
Tn−1 + Tn−3 − Tn−2 − Tn−4 = Tn−3 + (Tn−1 − Tn−2 − Tn−4) = Tn−3 + Tn−3 = 2Tn−3
Tn−1 + Tn−3 − Tn−4 − Tn−6 = Tn−1 + Tn−5 = Tn−2 + Tn−3 + Tn−4 + Tn−5 = 2Tn−2
であるので，つまり Tn は 3 ステップ後に 2Tn−2 になる。
n が奇数のとき，Tn は 3× n−32 ステップ後に（2の累乗を無視すると）T3 = (0, 1, 1, 2) になり，
その後，(0, 1, 1, 2) → (1, 0, 1, 2) → (1, 1, 1, 1) → (0, 0, 0, 0) であるから，Tn からスタートしてちょ





ステップで (0, 0, 0, 0) になる。
n が偶数のとき，Tn は 3 × n−42 ステップ後に T4 = (1, 1, 2, 4) になり，その後，(1, 1, 2, 4) →
(0, 1, 2, 3) → (1, 1, 1, 3) → (0, 0, 2, 2) → (0, 2, 0, 2) → (2, 2, 2, 2) → (0, 0, 0, 0) であるから，Tn か
らスタートしてちょうど 3× n2 ステップで (0, 0, 0, 0) になる。
n はいくらでも大きくできるので，定理 3を用いれば，ステップの長さはいくらでも長くできる
ことが分かる。例えば
(24, 44, 81, 149)→ (20, 37, 68, 125)→ (17, 31, 57, 105)→ (14, 26, 48, 88)
→ (12, 22, 40, 74)→ (10, 18, 34, 62)→ (8, 16, 28, 52)→ (8, 12, 24, 44)
→ (4, 12, 20, 36)→ (8, 8, 16, 32)→ (0, 8, 16, 24)→ (8, 8, 8, 24)
→ (0, 0, 16, 16)→ (0, 16, 0, 16)→ (16, 16, 16, 16)→ (0, 0, 0, 0)： 15 ステップ
3.4 この作り方がベストなのか？








4 つ組 S = (a, b, c, d) が a  b  c  d を満たすとき，S は単調型であると言う。S が単調型で
d = a+ b+ c を満たすとき，S は加法的であると言う。
ここで，4つ組 S1 から始めて n − 1 ステップ後の 4つ組を Sn と表すとき，次の補題が成り
立つ。
補題 4. S1, S2, . . . , S10 はすべて単調型で，S1 は加法的でかつ |S1|  Tn とする。このとき，
|S4|  2Tn−2 または |S7|  4Tn−4 または |S10|  8Tn−6 が成り立つ。
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Proof. S1 = (a, b, c, a+ b+ c), a  b  c とする。S2, . . . , S10 はすべて単調型であることより
S2 = (b− a, c− b, a+ b, b+ c)
S3 = (a− 2b+ c, a+ 2b− c, c− a, c+ a)
S4 = (4b− 2c, −2a− 2b+ 2c, 2a, 2b)
S5 = (−2a− 6b+ 4c, 4a+ 2b− 2c, −2a+ 2b, −2b+ 2c)
S6 = (6a+ 8b− 6c, −6a+ 2c, 2a− 4b+ 2c, 2a+ 4b− 2c)
S7 = (−12a− 8b+ 8c, 8a− 4b, 8b− 4c, −4a− 4b+ 4c)
S8 = (20a+ 4b− 8c, −8a+ 12b− 4c, −4a− 12b+ 8c, 8a+ 4b− 4c)
S9 = (−28a+ 8b+ 4c, 4a− 24b+ 12c, 12a+ 16b− 12c, −12a+ 4c)
S10 = (32a− 32b+ 8c, 8a+ 40b− 24c, −24a− 16b+ 16c, 16a− 8b)
と求めていくことができ，|S4| = 2b, |S7| = −4a − 4b + 4c, |S10| = 16a − 8b となる。ここで，
|S4| > 2Tn−2, |S7| > 4Tn−4, |S10| > 8Tn−6 と仮定すると，
3b  3Tn−2 + 3,
−a− b+ c  Tn−4 + 1,
2a− b  Tn−6 + 1
となるので，辺々足すと，a+b+c  3Tn−2+Tn−4+Tn−6+5となる。条件より a+b+c = |S1|  Tn
であるので，これは
Tn−1 + Tn−2 + Tn−3  3Tn−2 + Tn−4 + Tn−6 + 5
となる。よって，トリボナッチ数列の定義の漸化式より，
2Tn−3  −2Tn−2 − Tn−4 + 3Tn−2 + Tn−4 + Tn−6 + 5
= Tn−2 + Tn−6 + 5
= (Tn−3 + Tn−4 + Tn−5) + (Tn−3 − Tn−4 − Tn−5) + 5
= 2Tn−3 + 5
となるので矛盾。
4 つ組 S に対して，S からスタートしたときのステップの長さを L(S) と表すことにする。
補題 5. S1 が加法的で |S1|  Tn ならば，L(S1)  L(Tn).
Proof. n = 2, 3, . . . , 9 については，|S1|  Tn を満たすすべての加法的な S1 に対して L(S1) 
L(Tn) であることをコンピュータでチェックできる。（例えば，n = 5 のとき，|S1|  T5 を満たす
加法的な S1 は有限個しか無いので，そのすべてに対して L(S1)  L(T5) をチェックすればよい。）
以下 n  10 とし，k < n なる k について定理が成り立っていると仮定した上で，k = n のときの
成立を示す。（数学的帰納法）
(I) S1, S2, . . . , S10 がすべて単調型とすると，補題 4より |S4|  2Tn−2, |S7|  4Tn−4, |S10| 
8Tn−6 のどれかが成立する。|S4|  2Tn−2 とする。定理 2の証明で出てきたように，S4 の 4 数は
すべて偶数になっているので，S∗4 =
1
2S4 と定義できる。|S∗4 |  Tn−2 でありかつ S∗4 は加法的で
あることに注意すると，仮定より



















|S7|  4Tn−4, |S10|  8Tn−6 の場合も同様に L(S1)  L(Tn) を得る。
(II) S1, S2, . . . , S10 の中に単調型でない Sj が有るとすると，定理 1より L(Sj)  6 であるから
L(S1) = L(Sj) + (j − 1)  6 + (j − 1) = j + 5  15.





 15. よって，L(S1)  L(Tn).





+ 1 が成り立つ。（S =
(0, Tn−3, Tn−3 + Tn−2, Tn) のとき，L(S) = L(Tn) + 1 で等号が成立。）
Proof. S0 が単調型で |S0|  Tn ならば，S1 は加法的でかつ |S1|  Tn なので，補題 5 より
L(S0) = L(S1) + 1  L(Tn) + 1 となる。S0 が単調型でなければ，定理 1より L(S0)  6 であり，





+ 1 となる。n  3 については全通りをチェックすればよい。
4 k 数ゲーム
4 数ゲームに限らず，一般に k 数ゲームを考えたらどうなるだろうか。この節は少しややこしく
なるので，結論だけ知りたい読者のために先に結論を書いておく。この節の結論は定理 9と定理 10
で，つまり，4 数，8 数，16 数，・・・など k が 2 の累乗のときは，k 数ゲームは有限回のステップ
で (0, 0, . . . , 0) に到達する。逆に，k が 2 の累乗でないとき，k 数ゲームは一般には (0, 0, . . . , 0)
には到達しない。
では以下，このことの証明を述べる。まず，2 つの補題を用意する。A0 = (a1, a2, . . . , ak) とし，




2 , . . . , a
(n)
k ) と表す。
補題 7. a(n)i ≡
∑n
j=0 nCj · ai+n−j (mod 2) が任意の i = 1, 2, . . . , k と 自然数 n に対して成り
立つ。
Proof. n = 1 のとき，任意の i について
a
(1)
i = |ai+1 − ai| ≡ ai+1 + ai =
1∑
j=0
1Cj · ai+1−j (mod 2)
となり，補題は成立する。
n = l のとき，任意の i について補題が成立すると仮定すると
a
(l+1)
i = |a(l)i+1 − a(l)i |











(lCj−1 + lCj)ai+l−j + ai













補題 8. n が 2 の累乗のとき，任意の i = 1, 2, . . . , k について，a(n)i ≡ ai+n + ai (mod 2) が成り
立つ。
Proof. n = 2r と表すと
nCj =









と書ける。0 < j < n なる任意の j について，j は 2 で r 回未満しか割れない。各 α に対して
2r−α
α を考えると，α が 2 で s 回割れるとき，2
r − α も 2 で s 回割れるので， 2r−αα を約分した
とき分母は奇数になる。以上より，nCj を約分したとき，分母は奇数で分子は偶数になることが分
かるので，0 < j < n なる j について nCj ≡ 0 (mod 2). よって，補題 7より成立する。
補題 8により，次の定理を得る。




i ≡ ai+k + ai = 2ai ≡ 0 (mod 2)
従って，定理 2の証明のときと同様に，任意の自然数 t に対して，Atk のすべての数は 2t の倍数に
なっている。よって，定理 2の証明のときと同じ理由で，Atk がすべて 0 となる t が存在する。
定理 10. k が 2 の累乗でないとき，k 数ゲームは有限回のステップで (0, 0, . . . , 0) になるとは限
らない。
Proof. k = 2α · β (α  0, β は 3 以上の奇数) と表す。A0 = (a1, a2, . . . , ak) からスタートし，n
ステップで (0, 0, . . . , 0) になると仮定する。2 と β は互いに素なので，オイラーの定理より
2ϕ(β) ≡ 1 (mod β).
ここで ϕ はオイラー関数を表す。任意の λ に対して
2λϕ(β) ≡ 1 (mod β).
2α をかけて
2λϕ(β)+α ≡ 2α (mod k). (1)
となる。m := 2λϕ(β)+α ≥ n となるように λ をとっておくと，A0 からスタートした m 回のステッ
プで (0, 0, . . . , 0) になるので，補題 8より
0 = a(m)i ≡ ai+m + ai (mod 2)
(1) より m ≡ 2α (mod k) であるので，
ai+2α ≡ ai (mod 2) (2)
が任意の i = 1, 2, . . . , k について成立する。2α ≡ 0 (mod k) であることに注意すると，(2) を満た
さない k 数 (a1, a2, . . . , ak)は存在し，そのような k 数からスタートする k 数ゲームは (0, 0, . . . , 0)
にならない。
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